Revista Eletronica Multidisciplinar de Investigacao Cientifica
ISSN: 2764-4987
DOI: https://doi.org/10.56166/remici.2023.6.v2n4.7.39
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Limits and Local Continuity: Applications in Physics
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RESUMO

Os conceitos de limite e continuidade sdo fundamentais para o desenvolvimento do calculo diferencial e integral. Por sua
vez, os teoremas do calculo sdo inerentes ao campo da matematica conhecido por analise real. Sem duvida, as ferramentas
do célculo sdo indispensaveis para o estudo dos fendmenos fisicos. Sendo assim, a proposta deste artigo ¢ investigar as
possiveis contribuicdes e aplicacdes dos teoremas sobre limites e continuidade, provenientes da anélise real, para o
desenvolvimento de alguns temas em Fisica. O método empregado consiste na investigacdo tedrica de diversos fendmenos
fisicos que podem ser modelados através das defini¢cdes de limite e continuidade local. O intuito é potencializar o rigor
matematico no estudo da Fisica, aliando-a aos teoremas da analise real.

Palavras-chave: Limite, Continuidade Local, Analise Real.

ABSTRACT

The concepts of limit and continuity are fundamental for the development of differential and integral calculus. In turn,
calculus theorems are inherent to the field of mathematics known as real analysis. Undoubtedly, the tools of calculus are
indispensable for the study of physical phenomena. Therefore, the purpose of this article is to investigate the possible
contributions and applications of theorems about limits and continuity, arising from real analysis, for the development of
some topics in Physics. The method employed consists of the theoretical investigation of several physical phenomena that
can be modeled through the definitions of limit and local continuity. The aim is to enhance mathematical rigor in the
study of Physics, combining it with the theorems of real analysis.

Key-words: Limit, Local Continuity, Real Analysis.

1. INTRODUCAO

Neste trabalho serdo abordados dois conceitos de extrema importancia para a analise real:
limites de fungdes e continuidade local. A nog¢do de limite constitui-se na esséncia da analise
(ARANTES, 2023). Na proxima secdo sera apresentada a defini¢do formal de limite para fungdes,
bem como os teoremas resultantes desta defini¢do. O Teorema 1, apresentado na proxima se¢ao,
mostra que os limites de fungdes sdo casos mais genéricos dos limites de sequéncias. Com efeito, ¢
importante que o leitor perceba, ao longo deste trabalho, que muitos conceitos, definigdes e teoremas

referentes a limites de fungdes se assemelham aos casos andlogos para limites de sequéncias. No
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entanto, as fungdes permitem o estudo de uma nogdo que ndo se aplica as sequéncias: a continuidade.
A defini¢ao formal de continuidade vird em seguida dos limites de fungdes. Afinal, a nocao de
continuidade ¢ um caso particular destes. Neste trabalho sera abordada especificamente a
continuidade local de fung¢des. Existe também uma no¢do mais genérica de continuidade, denominada
continuidade uniforme, porém esta sera abordada em um futuro trabalho.

Os conceitos de limite e continuidade sdo muito valiosos para o estudo da fisica, com destaque
para a fisica matematica. Todos os fendmenos fisicos que sao modelados através de derivadas,
integrais ou mesmo equagdes diferenciais possuem uma relagio intrinseca com as nog¢des de limite e
continuidade. Basta pensar num exemplo classico: o teorema fundamental do calculo. Sempre que se
aplica uma integral definida sobre um intervalo do dominio de uma funcdo que modela um
determinado fenomeno fisico, no fundo esta sendo aplicando o limite de um somatorio, pois a integral
nada mais ¢ do que a soma de infinitas parcelas infinitesimais. Além disso, a fim de aplicar o teorema
fundamental do calculo, € necessario que a fungdo que descreve o fenomeno fisico seja continua no
intervalo do seu dominio que se deseja integrar. Muitas vezes, ¢ crucial para um fisico saber se
determinada funcdo ¢ continua em todo o seu dominio, pois, no caso afirmativo, conclui-se que esta
funcdo ¢ integravel. Para isso, ¢ importante ressaltar que a analise real fornece teoremas valiosos que
permitem determinar a continuidade de fun¢des em diversos casos. Pode-se afirmar que as nogdes de
limite e continuidade local constituem importantes ferramentas no estudo da diferenciabilidade e
primitivagao das fungdes que modelam diversos fendmenos da natureza.

As contribuicdes e aplicagdes praticas das nogdes de limite e continuidade na fisica serdo
apresentadas na Se¢do 3. Faz-se necessario, todavia, apresentar neste momento inicial os conceitos,
defini¢des e teoremas mais importantes da Analise Real no que se refere aos limites de fungdes e

continuidade local, antes de se prosseguir para as aplicagdes na Sec¢ao 3.

2. FUNDAMENTACAO TEORICA

A principio, € necessaria uma nog¢ao muito importante, advinda da topologia da reta real, que
¢ a definicdo de ponto de acumulagdo. Diz-se que a € R ¢ ponto de acumulagdo do conjunto X < R
quando (X-{a}) N (a-6,a + §) # @ paratodo § > 0. Equivalentemente, diz-se que a € R é ponto
de acumulagdo do conjunto X € R quando existe uma sequéncia de pontos x,, € X-{a} tal que

lim x,, = a. O conjunto dos pontos de acumulago de X sera representado por X'.
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Considere a fungdo f: X — R. Seja a € X' um ponto de acumulagdo. Diz-se que o limite de

f(x) quando x tende para a ¢ igual a L e escreve-se lim f(x) = L quando, para todo intervalo aberto
xX—a

no contradominio de f com centro em L e raio € > 0 contendo pontos da imagem f(X) C R, existe
um intervalo aberto correspondente no dominio de f com centro em a e raio § > 0 que contém pontos

x € X-{a}. Simbolicamente:
limf(x) =L.=Ve>0,36>0;,x€X,0< |x-a|<d=|f(x)-L| <e.
xX—a

Pode-se ainda afirmar que:

limf(x) =L.=Ve>0,3§ >0;x€ X-{a}) n(a-8,a+6)=> f(x) e (L-¢,L+¢).

xX—a
Em linguagem mais informal, se lim f(x) = L entdo ¢ possivel tornar f (x) tdo préxima de L
xX—a
quanto se queira, desde que x esteja suficientemente proximo, porém, diferente de a. Na primeira

definicdo em simbolos, a restricdo 0 < |x- a| significa que x # a. Portanto, a variavel x € X nao

assume o valor do ponto de acumulagio a € X' quando se escreve lim f(x) = L, ou seja, o limite
xX—a

lim f(x) pode existir mesmo que f(a) ndo esteja definida.

xX—a

A seguir serdo apresentados alguns importantes teoremas referentes a limites de funcdes.

Teorema 1: Sejam f: X —» R e a € X'. Para toda sequéncia de pontos x, € X-{a} comlim x,, = a,

tem-se lim f(x) = L se, e somente se lim f(x,,) = L. (LIMA, 2019; LIMA, 2020)
xX—a

Demonstracao: Inicialmente, tem-se por hipotese que lim f(x) = L e lim x,, = a para todo x,, €
xX—a

X-{a}. Utilizando as defini¢des de limites de sequéncias e limites de fungdes simultaneamente. Dado
e>0,existemd >0eng€ENtaisque x EX,0< |x-a|<d = |[f(x)-L|<een>ny;>0<
|xp,—al <6 = |f(x,)-L| <e. Logo, tem-se lim f(x,) = L. Reciprocamente, por hipotese tem-se
que lim f(x,) = L paratoda sequéncia de pontos x,, € X-{a} com lim x,, = a. Deseja-se provar que

isto implica em lim f(x) = L. Fazendo, por absurdo, que esta implicacdo ndo acontece. Entdo,
xX—a

existiria um numero € > 0 com a propriedade: para todo n € N, pode-se obter x,, € X-{a} tal que

0<|xp-al <1/n = |f(x,)-L| = €. Resultaria dai que lim f(x,) # L, absurdo, pois contraria a
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hipotese. Note que na reciproca foi tomado § = 1/n a fim de evitar a declaracdo de um novo niimero

> 0 arbitrario. Isto pode ser feito porque (1/n) > 0 para todo n € N. Além disso, lig;l\;(l /m)=0.m
n

O Teorema 1 traduz que a definicao formal de limite para fungdes € essencialmente uma
generalizacdo dos limites de sequéncias. Isto porque o resultado demonstrado no Teorema 1 revela

que o limite lim f(x) = L equivale a afirmar a existéncia de duas sequéncias (x,) e f (x,) tais que,
xX—a

a medida que x,, tende para a € X', a sua imagem f(x,,) tende para L € R, para todo x,, € X-{a}. E
com base no Teorema 1 que grande parte dos livros de calculo introduzem o estudo dos limites de
fungdes a partir de uma nogao intuitiva, onde demonstra-se a convergéncia da imagem f(x) para o
valor L a medida que se aproxima o argumento x do ponto de acumulacao a, porém sem tornar x =
a. Um exemplo desta nog¢ao intuitiva de limite, que se baseia no resultado do Teorema 1, estd ilustrado

na Tabela 1, onde ¢ calculado o limite indeterminado lirr}(l— x)/In(x) =-1.
x—

Tabela 1: Calculo intuitivo do limite indeterminado lirr}(l — x)/In(x) = —1 com base no Teorema 1.
xX—
x- 1 0,5000 0,9000 0,9900 0,9990 0,9995 0,9999
f(x) = (1-x)/In(x) -0,7213 —0,9491 —0,9949 —0,9994 —-0,9997 —-0,9999
x-1* 1,5000 1,1000 1,0100 1,0010 1,0005 1,0001
f(x) = (1-x)/In(x) —1,2331 —1,0492 —1,0050 — 1,0005 —1,0002 — 1,0000

Fonte: Autoria propria (2023).

Teorema 2 (Teorema do Sanduiche para funcdes): Sejam f,g,h: X > R, a € X' e lim f(x) =
XxX—a

lim g(x) = L. Se f(x) < h(x) < g(x) para todo x € X-{a} entdo lim h(x) = L. (LIMA, 2019;

xX—a xX—a

LIMA, 2020)

Demonstracio: Seja lim f(x) = lim g(x) = L. Dado € > 0, segue da defini¢do de limite que
XxX—a xX—a

existem §;,0, > 0taisquex EX,0< |x-a| <y =2 |f(X)-L|<eeLl-e<f(x)<L+ecex€
X,0< |x-a| <é,=|gx)-L| <& L-£ < g(x) <L+ ¢&. Além disso, por hipotese tem-se que
f(x) < h(x) < g(x) para todo x € X-{a}. Entdo, basta tomar § = min {J;, §,}. Deste modo, x €
X, 0 < |x-a| <6 implicard simultaneamente em L-e < f(x) <L+¢€, L-e<g(x)<L+c¢c e
f(X)<h(x)<gkx). Ouseja: x€X, 0<|x-a|<d =2 L-e<f(x)<h(x)<gx)<L+¢

paratodo € > 0. Portanto, lim h(x) = L. m
xX—a
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O Teorema do Sanduiche para fungdes (Teorema 2) pode ser empregado no célculo de
diversos limites indeterminados com grande relevancia para a Andlise, assim como a sua versao
analoga para sequéncias. Um exemplo classico ¢ o calculo do limite fundamental trigonométrico,

dado por lirr(l) sen(x)/x = 1. A fim de provar esta igualdade, serdo utilizados o teorema do sanduiche
X—

e algumas nogoes de trigonometria. Reduzindo ao primeiro quadrante do circulo trigonométrico, sem
perda de generalidade, tem-se que para todo 0 < x < /2 vale a desigualdade sen(x) < x < tg(x)
= sen(x) < x < sen(x)/cos(x) = 1 < x/sen(x) < 1/cos(x) = cos(x) < sen(x)/x < 1. Dai,

tem-se lin% cos(x)=1e lin% 1 = 1. Além disso, a fungdo f(x) = sen(x)/x é par paratodo -m/2 <
X—> X—>
x < m/2. Entdo, segue do teorema do sanduiche que lirr(l) sen(x)/x = 1.
xX—

A definicdo formal de limite, também conhecida por definicdo épsilon-delta, permite a
formulacao de um conceito ainda mais profundo, que ¢ a continuidade de fun¢des. Neste trabalho,
sera analisada mais especificamente a continuidade local, ou continuidade pontual. Deve-se observar
que existe uma nog¢ao ainda mais forte de continuidade, denominada continuidade uniforme.

Em notagdo usual, diz-se que uma fungdo f: X — R ¢ continua localmente no ponto a € X,

ou simplesmente continua em a € X, quando lim f(x) = f(a). E necessario, porém, investigar mais
XxX—->a

a fundo a ideia de continuidade local, também chamada de continuidade pontual. Os principais
teoremas deste trabalho resultam desta nog¢ao. Para isso, a sua defini¢cdo formal, serd dada utilizando
a notagdo épsilon-delta. A fun¢do f(x) ¢ dita continua no ponto a € X quando, para todo intervalo
aberto no contradominio de f com centro em f(a) e raio € > 0 contendo pontos da imagem f(X) c
R, existe um intervalo aberto correspondente no dominio de f com centro em a e raio § > 0 que

contém pontos x € X. Em simbolos, significa que:

jlci_r>r(11f(x) =f(a).=Ve> 0,36 >0;x € X, |x-a|<d=|f(x)-f(a)| < €.

Pode-se afirmar ainda que:

xli_r)r‘ll f(x)=f(a).=Ve>0,36 >0;x€eXN(a-6,a+6) = f(x) € (f(a)-¢ f(a) +¢).

E importante perceber que a nogdo de continuidade local assegura que a fungdo é continua
apenas nas vizinhangas de um ponto especifico do seu dominio, que permanece fixo. Esta vizinhanga
¢ o conjunto aberto denotado por V = (a-6,a + §). Logo, se f é continua em a, entdo f ¢ continua
paratodo x € X N V. A extensdo da vizinhanga V = (a- 3§, a + §) dependera do valor de § > 0, que

por sua vez depende do valor de € > 0 dado. Além disso, ao contrario da definicdo de limite
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apresentada anteriormente, na defini¢do de continuidade local o elemento a € X ndo ¢ ponto de
acumulacdo, pois neste caso a fun¢do f: X — R deve estar definida no ponto a € X a fim de que seja

lim f(x) = f(a). A seguir serdo apresentados os teoremas mais importantes da Andlise no que se
X—a

refere a continuidade local de fungoes.

Teorema 3: Sejam f(X) Y e b= f(a). Se f:X = R ¢é continua no ponto a € X e g:Y > R ¢
continua no ponto b € Y tal que a composta g o f: X = R esta bem definida, entdo g ° f ¢ continua

no ponto a € X. Em outras palavras, a composta de duas fungoes continuas é uma fun¢do continua.

(LIMA, 2019; LIMA, 2020)

Demonstracao: Sejam f(X) € Yeb = f(a). Dado € > 0, a continuidade de g: Y = Rno ponto b €
Y assegura a existéncia de um nimeron > Otalque y €Y, |y-b| <n = |g(y)-g(b)| < €. Além
disso, a continuidade de f: X — R no ponto a € X assegura a existéncia de um nimero § > 0 tal que
x€EX,|x-al| <d§d=|f(x)-f(a)| <n.A hipdtese f(X) Y implicaem f(x) =y €Y. Entdo x €
X, |x-a|<é=>|f)-f@|=1ly-bl<n = [gfx)-g(f(@)|=9(¥)-g()| <e. Por
conseguinte, tem-se |g o f(x)-g o f(a)| < € para todo x € X N (a-J,a + §). Segue da definicao

de continuidade local que a composta g o f: X — R € continuano pontoa € X . m

Dado ¢ > 0, ¢ dito que a fungdo f: X — R ¢é continua em todo o dominio, ou simplesmente
continua, quando existe § > 0 tal que x € X, |x-a| < § = |f(x)-f(a)| < € para todo a € X.
Noutra notagdo, f: X = R continua © x e XN (a-8,a+3) = f(x) € (f(a)-¢, f(a) + ¢€) para

todo a € X. Esta no¢do sera muito importante para o Teorema 4 a seguir.

Teorema 4 (Teorema do Valor Intermediario): Seja f: [a, b] = R uma fungdo continua. Se f (a) <

d < f(b) entdo existe c € (a,b) tal que f(c) = d. (LIMA, 2019; LIMA, 2020)

Demonstracido: A fim de provar este teorema, serda admitido como verdade que todo intervalo
fechado da reta s6 admite a cisdo trivial. Este resultado ¢ proveniente da topologia. Em outras
palavras, seja [a, b] € R, entdo a cisdo [a,b] = AU B implica em AN B # @ (LIMA, 2019). Seja
fila,b] = R continua e f(a) < d < f(b). Sejam os conjuntos auxiliares A = {x € [a, b]; f(x) <
d} e B={x€[ab];f(x)=d}. A hipotese f(a)<d < f(b) implica em ANB={x€
(a,b); f(x) = d}. Além disso, € 6bvio que [a, b] = A U B. Existem duas possibilidades. Se AN B #
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@, entdo deve existir c € A N B tal que f(c) = d. Por outro lado, se fosse AN B = @, entdo [a, b] =
A U B seria uma cisdo ndo-trivial, absurdo, pois um intervalo fechado da reta s6 admite a cisdo trivial.
Logo, deve ser ANB # @ e o teorema estd provado. Observagdo: a continuidade da funcao
f:[a,b] — R ¢ indispensavel como hipdtese deste teorema, pois isto garante que f estd definida em

todos os pontos do seu dominio, assegurando a existéncia de ¢ € (a, b) tal que f(a) < f(c) =d <

f(b). m

Teorema 5: Sejam [a, b] € R um intervalo e f: [a, b] = R uma fun¢do continua injetiva. Se f (a) <
f(b) , entdo f é mondtona crescente. Se f(a) > f(b) , entdo f é monotona decrescente. (LIMA,

2019; LIMA, 2020)

Demonstracio: Sejam [a,b] € R um intervalo e f:[a, b] = R uma fun¢do continua injetiva. Seja
inicialmente o caso f(a) < f(b). Por absurdo, se f ndo fosse crescente, entdo existiriam pontos x <
Yy € [a, b] tais que f(x) > f(y). Existem entdo duas possibilidades. Na primeira, f(y) > f(a)
implicaria em f(a) < f(y) < f(x). Por conseguinte, o teorema do valor intermediario garantiria a
existéncia de ¢ € (a, x) tal que f(c) = f(y), absurdo, pois contraria a injetividade de f: [a, b] = R.
Na segunda, f(y) < f(a) implicaria em f(y) < f(a) < f(b). Por conseguinte, o teorema do valor
intermediario garantiria a existéncia de ¢ € (y,b) tal que f(c) = f(a), absurdo, pois contraria
novamente a injetividade de f: [a, b] = R. Logo, f deve ser mondtona crescente. O caso f(a) >

f(b) se prova de forma analoga. m

Teorema 6: Sejam X,Y C R intervalos da reta. Toda bijecao continua f:X = Y possui inversa
continua g = f~1:Y - X. (LIMA, 2019; LIMA, 2020)

Demonstracao: Tomando a € X arbitrario, serd demostrado que g:Y — X ¢ continua no ponto
f(a) €Y. Por absurdo, se g ndo fosse continua em f(a), entdo existiria um nimero € > 0 com a
seguinte propriedade: para todo n € N, pode-se encontrar uma sequéncia (f(x,)) €Y tal que
IfC)-f@] <1/n=|gef(xp)-geof(a) =& Como g=f", temse gof = idg:X - X,
logo g o f(x,) = x,ege f(a) = a.Entdo, seguindo a hipétese de absurdo, tem-se |x,,— a| = € para
todo n € N. Resultaria dai que lim f(x,) = f(a), porém lim x, # a. Isto impossibilitaria a

existéncia do limite lim f(x) = f(a) que assegura a continuidade de f: X — Y. Logo, chega-se a
xX—a

uma contradi¢do, pois f € uma bije¢ao continua por hipdtese. m
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Nesta secdo a teoria principal da Andlise sobre limites de fungdes e continuidade local foi

fundamentada. Na proxima se¢do serdo apresentadas algumas de suas aplicagdes no campo da fisica.

3. APLICACOES

Nesta secdo serdo apresentados exemplos praticos e aplicagdes das nocdes de limite e
continuidade na Fisica, a saber: teorema do sanduiche ¢ movimento harmonico amortecido, limites e
entropia na terceira lei da termodinamica classica, teorema do valor intermediario, ¢ método da

bissecao e aplicacdes na fisica.

3.1 Teorema do Sanduiche e Movimento Harménico Amortecido

Aqui sera analisado um caso particular do Movimento Harmonico Amortecido (MHA), onde
a forga restauradora prevalece sobre a forga de atrito, havendo a diminuigdo gradativa na amplitude
do movimento em func¢do do tempo, de modo que as oscilagdes descritas pelo corpo convirjam para
a sua posi¢ao de equilibrio (NETO, 2013). Este ¢ o Movimento Harmodnico Sub-Amortecido
(MHSA). Este ¢ um problema cldssico da mecanica, sendo frequentemente estudado nos cursos
basicos de fisica na graduagdo. O sistema que descreve um MHSA ¢ chamado de Oscilador
Harmonico Sub-Amortecido (OHSA). A convergéncia das oscilagdes descritas pelo OHSA sera
examinada utilizando o teorema do sanduiche provado na Secdo anterior. Seja F,; = —b(dx/dt) a
forca de atrito que atua sobre o corpo e F,; = —kx a forca eléstica restauradora da mola, responsavel

pelas oscilagdes no MHSA. Entdo, pela 2% Lei de Newton, tem-se:

5 S S d?x dx d?x dx

FR :Fel+Fat :mﬁz —kx—bE:HnW+bE+kx= 0>
d2x+bdx+k 0 d2x+ dx+ 5 0
—_— R — J— e = — —_— =
dez Tmdt T m” dez Vg T @oX ’

onde y =b/m e w3 =k/m. Assim, foi obtida uma Equacio Diferencial Ordinaria (EDO)
homogénea de segunda ordem (RODRIGUES, 2017), cuja solucdo ¢ dada pela func¢ao:
x(t) = Ae™ 2cos(wt + @),

que descreve a equagdo de movimento do Oscilador Harmonico Sub-Amortecido. Nesta expressao,

x(t) ¢ a posicao do corpo em funcdo do tempo, A ¢ a amplitude do movimento, y € a grandeza que
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caracteriza o efeito da forca de atrito, w ¢ a frequéncia angular de oscilacdo e ¢, ¢ a fase inicial do
movimento. A Figura 1 mostra o grafico da funcdo x(t) e o seu “envelope”, isto ¢, o par de funcdes

que limitam x(t) para todo t € R*, sendo w? = w? — y?/4.

Figura 1 — Posi¢ao de um Oscilador Harmonico Sub-Amortecido em fungido do tempo.

x(t)
" N f(t) — A.e (/2
x(6) = A.e~0/2t cos(wt + @)
/\/\/\/\f\/\;\ﬁ”,t
\/ \/ \/ \/ __,v,_ T N =
8. o g g(t) = —A.e (/2

Fonte: Autoria propria (2023).
E facil comprovar a veracidade do grafico ilustrado na Figura 1. Basta notar que:
—1 < cos(wt+ ¢y) <1
para todo t € R*. Entdo, multiplicando os termos da desigualdade por Ae~¥/2t obtém-se:
—Ae V2 < Ae7V2cos(wt + @y) < AeVH?
s g(t) < x(t) < f(t) paratodot € R,

A convergéncia do par de funcdes f(t) e g(t) que definem o envelope de x(t) pode ser

analisada utilizando a nog¢ao de limite:
lim £(¢) = lim Ae ™7/ = Ae™ = 0,
tlim gt) = tlim —Ae V2 = _fe=® =0,

tlim f) = }im gt)=0.
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Por conseguinte, o teorema do sanduiche assegura que g(t) < x(t) < f(t) paratodo t € R*

e tlim f) = gim g(t) = 0 implicam em tlim x(t) = 0. Deste modo, comprova-se que as oscilagdes

descritas pelo MHSA de fato convergem para a posi¢ao de equilibrio do sistema a medida que t —
oo, Conforme discutido previamente, isto ocorre em virtude da forca de atrito que atua sobre o

oscilador.

3.2 Limites e Entropia na Terceira Lei da Termodindmica Classica

A Terceira Lei da Termodinamica Classica foi postulada pelo quimico alemao Walther Nernst
(1864-1941) por volta de 1906 (BORGNAKKE; SONNTAG, 2013). Nernst sentiu a necessidade de
formular seu novo teorema sobre o calor ao investigar o critério de espontaneidade proposto pelo
quimico francés Marcellin Berthelot (1827-1907). Este critério afirmava que uma reagdo
termoquimica ¢ espontanea se e somente se AU < 0, onde AU ¢ a variagdo da energia interna do
sistema. Nernst observou experimentalmente que este critério ¢ valido somente para baixas
temperaturas. Entdo, baseando-se na defini¢ao de energia livre proposta pelo fisico alemdo Hermann
von Helmholtz (1821-1894) em 1882, dada por F = U-TS, onde F ¢ a energia livre de Helmholtz, T
¢ a temperatura absoluta da vizinhanga, U ¢ a energia interna ¢ S ¢ a entropia do sistema, Nernst
reformulou o critério da espontaneidade postulado por Berthelot, afirmando que uma reagao
termoquimica ¢ espontanea quando AF < 0. Para isso, Nernst admitiu a validade da relacdo AF =
AU-TAS proveniente da defini¢ao de energia livre, devida a Helmholtz. Deste modo, Nernst postulou
que, no grafico da energia em funcao da temperatura de uma reagdo termoquimica arbitraria, as curvas
correspondentes as grandezas AU e AF convergem assintoticamente entre si a medida que T — 0, de
tal forma que a reta tangente comum a ambas em T = 0 ¢ paralela ao eixo das abscissas, isto ¢, ao
eixo da temperatura. Em notacao diferencial, o postulado de Nernst pode ser representado da seguinte

maneira:
d

d d
ﬁAU—ﬁAF—O.. ﬁ(AU—AF)—O,

quando T — 0. Por conseguinte, tem-se }irr(l) (AU- AF) = 0. Prosseguindo, a relagdo termodinamica

AF = AU-TAS, fornece:
_ AU - AF

AS
T

Aplicando os limites com T = 0 em ambos os lados da igualdade, tem-se:
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AU — AF
lim AS = lim——.
T—0 T—0 T

Esta expressao ¢ um limite indeterminado do tipo 0/0. Logo, a Regra de L’Hopital pode ser aplicada:
lim f(x) = lim £(x) = 0 = lim[£(x)/g(0)] = lim[£'(x)/g' ()],
onde f'(x) = df /dx e g'(x) = dg/dx. Procedendo desta maneira, tem-se:

ag i AUZAF _ dQ@U-AR)/AT _rd 1
oo T 1% T 1% dT/dT _Tli‘%[ﬁ( B )]_'

isto €, decorre diretamente do postulado de Nernst, referente ao critério de espontaneidade das reagdes
termoquimicas, que:

limAS =0.
T-0

Esta equacao define matematicamente a Terceira Lei da Termodinamica Cléssica, postulada por
Walther Nernst em 1906 da seguinte maneira: “Tomando a temperatura absoluta de um processo
termodinamico tdo proxima de zero quanto se queira, a variagao na entropia do sistema torna-se nula”.
Equivalentemente, pode-se dizer que: “A variacdo de entropia torna-se nula & medida que a

temperatura se aproxima do zero absoluto”.

3.3 Teorema do Valor Intermediario, Método da Bisseciao e Aplicacdes na Fisica

Uma das aplicagdes mais interessantes do teorema do valor intermedidrio ¢ o método da
bissecdo, ferramenta muito til do calculo numérico cujo algoritmo permite determinar, com grande
precisao, as raizes de fungdes continuas por meio de iteragdes sucessivas (BURDEN; FAIRES, 2010).
Este método ¢ muito valioso para a Fisica, pois existem diversas fungdes continuas cujas raizes nao
podem ser resolvidas analiticamente. Muitas funcdes deste tipo sdo transcendentes e estdo
frequentemente associadas a fendmenos quanticos. Outra vantagem do método da bissecdo ¢ a
simplicidade do seu algoritmo, a saber: seja f: X = R uma func¢do continua. Inicialmente, precisa ser
encontrado um intervalo [a, b] € X tal que f(a). f(b) < 0. Entdo, certamente f(a) e f(b) possuem
sinais opostos. A partir dai pode-se inferir, sem perda de generalidade, que f(a) < 0 < f(b). Além
disso, tem-se a < b. Portanto, o teorema do valor intermediario assegura a existéncia de ¢ € (a, b)
tal que f(c) = 0. Ou seja, existe uma raiz ¢ € R da fungdo continua f: X - Rtalquea <c < b.O
método da bissecdo consiste num algoritmo sistematico para a obtengdo deste valor ¢ € (a, b).

Tomando a média aritmética d = (a + b)/2 dos extremos do intervalo [a, b]. Logo, o nimero d €
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R serd o centro deste intervalo. Existem trés possibilidades. Se f(d) = 0, entdo por coincidéncia a
raiz procurada ¢ exatamente o ponto médio do intervalo (a, b) € X, ndo sendo necessario prosseguir
com o algoritmo. Se f(d) < 0 < f(b), entdo pelo teorema do valor intermediario deve existir um
numero ¢ € (d, b) tal que f(c) = 0. Note que o intervalo [d, b] tem a metade do comprimento do
intervalo [a, b]. Portanto, isto significa que o erro de aproximag¢ao do método caiu pela metade com
a primeira iteracdo, ou seja, a raiz procurada estd mais proxima do valor real. Por ultimo, se f(a) <
0 < f(d), entdo novamente pelo teorema do valor intermedidrio deve existir um niimero ¢ € (a,d)
tal que f(c) = 0. Pelas mesmas razdes do caso anterior, pode-se afirmar que esta iteragdo reduziu o
erro de aproximacao do método pela metade, obtendo um valor mais proximo do valor real da raiz
procurada. A repeticdo sucessiva dos passos descritos anteriormente fornece uma excelente
aproximacao para a raiz da fungdo continua f: X — R investigada, dada a margem de erro tolerada

pela aplicacao desejada.

4. COMENTARIOS FINAIS

Com as investigacdes conduzidas neste artigo, nota-se que a formaliza¢do matematica, obtida
através dos teoremas rigorosamente demonstrados pela Andlise Real, proporciona ferramentas
valiosas na descrigdo dos fendmenos da natureza, de interesse na Fisica. Em particular, a definigao
formal dos limites e da continuidade pontual se mostrou bastante eficaz na compreensao tedrica de
fenomenos tais como: movimento harmonico amortecido, lei da termodinamica e método da bissegao,
sendo este ultimo um método numérico. Isto serve como motivagdo para defender o rigoroso emprego
dos teoremas da Matematica para o estudo da Fisica, pois este rigor conduz a interpretagdes mais

sOlidas dos fendOmenos.
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